
Chapitre 3

Espaces Vectoriels

Dans ce chapitre, K désignera R, ou C.

3.1 Espaces vectoriels

Dé�nition 3.1.1. : On appelle espace vectoriel surK ( ouK-espace vectoriel

) un ensemble non videE muni d'une loi notée + et d'une autre loi notée .,

noté ( E,+, . ), telles que :

1) Pour tout x, y ∈ E, x+ y ∈ E.

2) Pour tout x, y ∈ E, x+ y = y + x.

3) Pour tout x ∈ E, x+ 0E = x.

4) Pour tout x ∈ E, −x ∈ E.

5) Pour tout x, y, z ∈ E, (x+ y) + z = x+ (y + z).

6) Pour tout λ ∈∈ K, x ∈ E, λx ∈ E.

7) λ.(µ.x) = (λµ).x ∀λ, µ ∈ K et ∀x ∈ E.
8) (λ+ µ).x = λ.x+ µ.x ∀λ, µ ∈ K et ∀x ∈ E.
9) λ.(x+ y) = λ.x+ λ.y ∀λ ∈ K et ∀x, y ∈ E.
10) 1.x = x ∀x ∈ E.

Les éléments de K sont dits scalaires et ceux de E vecteurs.

Exemple 3.1.1. :

1) K est un espace vectoriel sur lui même.

2) C est un espace vectoriel sur R.
3) R n'est pas un espace vectoriel sur C.
4) R[X] est un espace vectoriel sur R muni des lois :
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(a0 +a1X+ ...+anX
n)+(b0 +b1X+ ...+bnX

n) = (a0 +b0)+(a1 +b1)X+

...+ (an + bn)X
n et λ(a0 + a1X + ...+ anX

n) = λa0 + λa1X + ...+ λanX
n.

5) Soit E un espace vectoriel sur K, A un ensemble quelconque non vide,

et

S = { applications f : A→ E}. On peut dé�nir sur S une structure d'espace

vectoriel sur K par les lois :

Si f, g ∈ S et λ ∈ K, alors

f + g : A→ E λf : A→ E

a 7→ f(a) + g(a) a 7→ λf(a)

6) Soient E1 et E2 deux espaces vectoriels sur K. On dé�nit une structure

d'espace vectoriel sur E1 × E2 par :

(x1, y1)+(x2, y2) = (x1+x2, y1+y2) et λ(x1, y1) = (λx1, λy1) avec λ ∈ K.

D'une manière analogue, E1 × ... × En est un espace vectoriel sur K si

E1, ...,En le sont.

Proposition 3.1.1. : Pour tout λ ∈ K et pour tout x ∈ E, on a :

1) λ.0 = 0 et 0.x = 0.

2) λx = 0⇒ λ = 0 ou x = 0.

3) (−λ)x = λ(−x) = −λx.

Preuve : 1) λ(0 + 0) = λ0 +λ0 = λ0⇒ λ0 = 0 et (0 + 0)x = 0x+ 0x =

0x⇒ 0x = 0.

2) λx = 0, si λ 6= 0 alors λ−1λx = 0⇒ x = 0.

3) (λ+ (−λ))x = λx+ (−λ)x = 0⇒ (−λx) = −(λx).

Dans la suite (−λ)x sera noté −λx et x+ (−y) sera noté x− y.

3.2 Sous-Espaces vectoriels

Dé�nition 3.2.1. : Soit E un espace vectoriel et F une partie non vide de

E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E, si la restriction des lois

de E à F fait de F un espace vectoriel.

Proposition 3.2.1. : Soit E un espace vectoriel et F ⊂ E. Alors F est un

sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
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1) F 6= ∅.
2) a) x, y ∈ F⇒ x+ y ∈ F.
b) x ∈ F, λ ∈ K⇒ λx ∈ F.

Preuve : ⇒) trivial.

⇐) λ = −1 et y ∈ F⇒ −y ∈ F d'après b) ; x ∈ F⇒ x− y ∈ F d'après

a) ; d'où F est un sous-groupe de E.

Les autres axiomes sont véri�és pour tous les éléments de E et donc à

fortiori pour les éléments de F.

Proposition 3.2.2. équivalente : F est un sous-espace vectoriel de E si et

seulement si :

1) F 6= ∅.
2) x, y ∈ F ; µ, λ ∈ K ⇒ λx+ µy ∈ F.

Preuve : Exercice.

Exemple 3.2.1. :

1) Droite vectorielle :

Soit E un espace vectoriel et soit v ∈ E ; v 6= 0, alors F = {y ∈ E/∃λ ∈
K; y = λv} est un sous-espace vectoriel de E dit droite vectorielle engendrée

par v.
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2) Soient x1, x2 ∈ E et F = {y ∈ E/∃λ1, λ2 ∈ K; y = λ1x1 + λ2x2}, F
est un sous-espace vectoriel de E dit plan vectoriel engendré par x1 et x2.
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x = λ1x1 + λ2x2
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3) Rn[X] = { polynômes P ∈ R[X]; degP ≤ n} est un sous-espace vec-

toriel de R[X].

4) Soit F = {(x, y, z) ∈ R3/2x+ y+ 3z = 0} est un sous-espace vectoriel

de R3.

Proposition 3.2.3. : Soient F et G deus sous-espaces vectoriels de E.

1) F ∩G est un sous-espace vectoriel de E.

2) F ∪G n'est pas en général un sous-espace vectoriel de E.

3) Le complément (E−F) d'un sous-espace vectoriel F n'est pas un sous-

espace vectoriel de E.

Preuve : 1) F ∩G 6= ∅ car 0 ∈ F ∩G.

x, y ∈ F ∩ G et λ, µ ∈ K ⇒ (x, y ∈ F, λ, µ ∈ K) et (x, y ∈ G,

λ, µ ∈ K)⇒ λx+ µy ∈ F ∩G.

2) On prend F 6⊂ G et G 6⊂ F, il existe donc x ∈ F ; x /∈ G et y ∈ G ;

y /∈ F ; on a donc x, y ∈ F ∪G.

Si F∪G est un sous-espace vectoriel alors x+y ∈ F∪G ; c.à.d x+y ∈ F
ou x+ y ∈ G.

Si x+ y ∈ F, alors (x+ y)− x ∈ F⇒ y ∈ F ; contradiction.

Si x+ y ∈ G, alors (x+ y)− y ∈ G⇒ x ∈ G ; contradiction.

3) Le complément (E−F) ne contient pas 0, donc n'est pas un sous-espace

vectoriel.

3.3 Famille Génératrice

Dé�nition 3.3.1. : Une famille de vecteurs {v1, ...vp} d'un espace vectoriel

E est dite génératrice si : ∀x ∈ E, ∃λ1, ..., λp ∈ K tel que x = λ1v1+...+λpvp,

on dit que tout x ∈ E est combinaison linéaire des vecteurs vi.

Remarque 3.3.1. : Une telle famille ( �nie ) n'existe pas toujours. Consi-

dérons R[X] et {P1, ..., Pp} une famille �nie de polynômes, elle ne peut pas

être génératrice, car par combinaisons linéaires, on n'obtiendra que des po-

lynômes de degré≤Sup(deg Pi).
Par contre pour Rn[X], la famille {1, X, ..., Xn} est une famille généra-

trice.
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Exemple 3.3.1. :

1) Dans R2, {(1, 0); (0, 1)} est une famille génératrice.

2) Dans R2, {(1, 0); (0, 1); (1, 2)} est une famille génératrice.

3) Dans R2, {(1, 1); (1,−1)} est une famille génératrice.

4) Dans Rn, {(1, 0, ..., 0); ...; (0, ..., 0, 1)} est une famille génératrice.

Dé�nition 3.3.2. : Un espace vectoriel est dit de dimension �nie, s'il existe

une famille génératrice �nie, dans le cas contraire, on dit qu'il est de dimen-

sion in�nie.

Exemple 3.3.2. :

1) Rn et Rn[X] sont de dimension �nie.

2) R[X] est de dimension in�nie.

3) L'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs v1, ..., vp noté {v1, ..., vp}
ou 〈v1, ..., vp〉 est un sous-espace vectoriel de E de dimension �nie.

3.4 Dépendance et Indépendance Linéaires - Bases

Dé�nition 3.4.1. : Soit v1, ..., vp une famille �nie d'éléments de E. On dit

qu'elle est libre si : λ1v1 + ...+ λpvp = 0⇒ λ1 = ... = λp = 0.

On dit aussi que les vecteurs v1, ..., vp sont linéairement indépendants.

Une famille qui n'est pas libre, est dite liée ( on dit aussi que ses vecteurs

sont liés ou linéairement dépendants ).

Exemple 3.4.1. :

1) Dans R3, les vecteurs v1 = (1, 2, 1) ; v2 = (−1, 3, 1) et v3 = (−1, 13, 5)

sont liés car 2v1 + 3v2 − v3 = 0.

2) Dans R3, les vecteurs v1 = (1, 1,−1) ; v2 = (0, 2, 1) et v3 = (0, 0, 5)

sont linéairement indépendants.

Proposition 3.4.1. : Une famille {v1, ..., vp} est liée si et seulement si l'un

au moins des vecteurs vi s'écrit comme combinaison linéaire des autres vec-

teurs de la famille.

Preuve : ⇒) ∃λ1, ..., λp non tous nuls tels que λ1v1 + ... + λpvp = 0, si

λi 6= 0, alors

vi = −λ1

λi
v1 + ...+ −λi−1

λi
vi−1 + −λi+1

λi
vi+1...+

−λp

λi
vp
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⇐) ∃vi tel que vi = α1v1 + ...+ αi−1vi−1 + αi+1vi+1 + ...+ αpvp

c.à.d α1v1 + ...+ αi−1vi−1 − vi + αi+1vi+1 + ...+ αpvp = 0.

Proposition 3.4.2. : Soit {v1, ..., vp} une famille libre et x un vecteur quel-

conque de l'espace engendré par les vi ( c.à.d x est combinaison linéaire des

vi ), alors la décomposition de x sur les vi est unique.

Preuve : x = α1v1 + ...+ αpvp = λ1v1 + ...+ λpvp ⇒ (α1 − λ1)v1 + ...+

(αp − λp)vp = 0⇒ λi = αi ∀i = 1, ..., p.

Dé�nition 3.4.2. : On appelle base une famille à la fois libre et génératrice.

Proposition 3.4.3. : Soit {v1, ..., vn} une base de E. Tout x ∈ E se décom-

pose d'une façon unique sur les vi, c.à.d ∀x ∈ E ∃!(λ1, ..., λn) ∈ Kn tel que

x =
n∑
i=1

λivi.

Preuve : Proposition précédente.

Proposition 3.4.4. : Soit B = {v1, ..., vn} une base de E. Il existe alors

une bijection :

ϕB : E −→ K
n

x =
n∑
i=1

xivi 7−→ (x1, ..., xn)

Les scalaires xi sont dits composantes de x dans la base B = {v1, ..., vn}.

Exemple 3.4.2. :

1) Base canonique de Kn, {ek = (0, ...,

kèmerang

↑
1 , 0...0)/k = 1, ..., n}.

2) Base canonique de Rn[X], {1, X, ..., Xn}.
3) Soit F = {(x, y, z) ∈ R3/2x + y + 3z = 0}. F est un sous-espace

vectoriel de R3.

On a v = (x, y, z) ∈ F ⇔ y = −2x − 3z donc v ∈ F ⇔ v = (x,−2x −
3z, z) = x(1,−2, 0) + z(0,−3, 1), donc (1,−2, 0) et (0,−3, 1) engendrent F.

On véri�e qu'ils forment une famille libre, donc c'est une base de F.

Proposition 3.4.5. : 1) {x} est une famille libre ⇔ x 6= 0.

2) Toute famille contenant une famille génératrice est une famille géné-

ratrice.
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3) Toute sous-famille d'une famille libre est libre.

4) Toute famille contenant une famille liée est liée.

5) Toute famille {v1, ..., vn} dont l'un des vecteur vi est nul, est liée.

Preuve : 1) ⇒) Si x = 0 alors λx = 0 pour tout λ d'où {x} est liée.

⇐) λx = 0⇒ λ = 0 car x 6= 0.

2) Soit {v1, ..., vp} une famille génératrice et {v1, ..., vp, w1, ..., wq} une

sur-famille. Alors ∀x ∈ E, x =

i=p∑
i=1

λivi =

i=p∑
i=1

λivi + 0w1 + ...+ 0wq.

3) Soit F = {v1, ..., vp} une famille libre et F ′ une sous-famille de F ,
quitte à changer la numérotation F ′ = {v1, ..., vk} avec k ≤ p.

Si F ′ est liée, l'un des vi serait combinaison linéaire des autres.

4) Soit F = {v1, ..., vp} et G = {v1, ..., vp, w1, ..., wq}, l'un des vecteurs vi

est combinaison linéaires des autres vecteurs de F , d'où de G, d'où G est liée.

5) {0} étant liée, toute sur-famille est liée.

3.5 Existence de Bases ( en dimension �nie )

Théorème 3.5.1. : Dans un espace vectoriel E 6= {0} de dimension �nie,

il existe toujours des bases.

Preuve : Soit G = {v1, ..., vp} une famille génératrice. Pour tout x ∈ E,
il existe α1, ..., αp ∈ K tels que x = α1v1 + ...+ αpvp.

a) Si tous les vi étaient nuls E = {0} ce qui est exclu. Quitte à changer

de numérotation on peut supposer v1 6= 0.

b) L1 = {v1} est une famille libre, si elle était génératrice, stop.

c) Supposons L1 non génératrice. Montrons qu'il existe v∗ ∈ {v2, ..., vp}
tel que {v1, v∗} soit libre.

Supposons le contraire ; c.à.d v1 est lié à chacun des vi, i = 2, ..., p, d'où

∃λ2, ..., λp ; v2 = λ2v1, v3 = λ3v1,..., vp = λpv1, alors
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x =

i=p∑
i=1

αivi

= α1v1 +

i=p∑
i=2

αiλiv1

= (α1 +

i=p∑
i=2

αiλi)v1

ce qui entraîne {v1} génératrice de E, faux.
La famille L2 = {v1, v∗} est donc libre, en changeant éventuellement de

notation, on peut supposer v∗ = v2.

d) Si L2 = {v1, v2} est génératrice, stop.
Supposons le contraire. En répétant le même raisonnement que précedem-

ment, on voit qu'il existe v∗ ∈ {v3, ..., vp} tel que la famille L3 = {v1, v2, v∗}
est libre. On construit ainsi une suite :

L1  L2  L3  ... ⊂ G

de famille libres et le processus peut être continué tant que Lk n'est pas

génératrice. Mais G est une famille �nie et par conséquent le processus doit

s'arrêter, éventuellement pour Lk = G. Il existe donc une famille Lk libre et

génératrice.

Cette démonstration nous permet d'obtenir une autre version du théorème

précédent.

Théorème 3.5.2. : Soit E 6= {0} un espace vectoriel de dimension �nie,

alors :

1) De toute famille génératrice on peut extraire une base.

2) ( Théorème de la base incomplète ). Toute famille libre peut être com-

plétée de manière à former une base.

3.6 Les Théorèmes Fondamentaux sur la Dimension

Théorème 3.6.1. : Dans un espace vectoriel engendré par n éléments, toute

famille de plus de n éléments est liée.

Preuve : SoitF = {v1, ..., vn} une famille génératrice etF ′ = {w1, ..., wm}
une famille de vecteurs ( m > n ). Montrons que F ′ est liée.
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1) Si l'un des wi = 0, F ′ est liée. Stop.
2) Supposons tous les wi non nuls, w1 = α1v1 + ... + αnvn, w1 6= 0 ⇒

∃αi 6= 0, quitte à changer la numérotation, supposons α1 6= 0 d'où v1 =
1
α1
w1 − (α2

α1
v2 + ...+ αn

α1
vn).

Pour x ∈ E, x = λ1v1 + ...+λnvn, en remplaçant v1 par son expression, on

constate que x est combinaison linéaire de w1, v2,...,vn, d'où {w1, v2, ..., vn}
est génératrice.

Considérons w2, w2 = β1w1 +β2v2 + ...+βnvn. Si β2 = β3 = ... = βn = 0,

alors w2 = β1w1. D'où F ′ liée. Stop.
Supposons que l'un des βi 6= 0, pour �xer les idées disons β2, on aura

v2 = 1
β2
w2 − 1

β2
(β1w1 + β3v3 + ...+ βnvn).

En raisonnant comme ci-dessus, on voit que {w1, w2, v3, ..., vn} est géné-
ratrice.

Ainsi de proche en proche, on arrive à remplacer v1,...,vn par w1,...,wn et

{w1, w2, ..., wn} serait génératrice. En particulier, wn+1 serait combinaison

linéaire de w1,...,wn et donc F ′ serait liée.

Théorème 3.6.2. : Dans un espace vectoriel E sur K de dimension �nie,

toutes les bases ont même nombre d'éléments, ce nombre entier est appelé

dimension de E sur K et est noté dimKE.

Preuve : Soient B et B′ deux bases. Si B′ avait plus d'éléments que B
elle ne serait pas libre car B est génératrice.

Corollaire 3.6.1. : Dans un espace vectoriel de dimension �nie n, toute

famille de plus de n éléments est liée, et une famille de moins de n éléments

ne peut être génératrice.

Preuve : Pour le 2ème point, si la famille était génératrice, on pourrait

en extraire d'après un théorème du paragraphe 5, une base qui aurait moins

de n éléments.

Exemple 3.6.1. :

1) Si E = {0}, on pose dimKE = 0, et E = {0} ⇔ dimKE = 0.

2) dimKK
n = n.

3) dimRRn[X] = n+ 1.
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5) La dimension d'un espace vectoriel dépend non seulement de E mais

aussi de K, dimRC = 2 et dimCC = 1.

Proposition 3.6.1. : Soient E1,..., Ep des espaces vectoriels de dimension

�nie sur le même corpsK, alors dimK(E1×...×Ep) = dimKE1+...+dimKEp

Preuve : Soient {a1, ..., an1
}, {b1, ..., bn2

},..., {l1, ..., lnp
} des bases de

E1,..., Ep

respectivement.

La famille {(ai, 0, ..., 0)i=1,...,n1
, (0, bi, 0, ..., 0)i=1,...,n2

, ...,

(0, 0, ..., 0, li)i=1,...,np
} est une base de E1 × ...× Ep.

Exemple 3.6.2. :

dimRCn = 2n et dimCCn = n.

Théorème 3.6.3. : Soit E un espace vectoriel de dimension �nie n. Alors

1) Toute famille génératrice de n éléments est une base.

2) Toute famille libre de n éléments est une base.

Preuve : 1) De cette famille, on peut extraire une base, elle doit avoir n

éléments, donc c'est elle même.

2) Cette famille peut être complétée pour former une base qui doit avoir

n éléments, donc c'est elle même.

Théorème 3.6.4. : Soit E un espace vectoriel de dimension �nie et F un

sous-espace vectoriel de E. Alors

1) dimKF ≤ dimKE.

2) dimKF = dimKE⇔ E = F.

Preuve : On pose dimKE = n.

1) a) Si dimKF = 0 on a dimKF ≤ n.

b) Si dimKF 6= 0, alors F 6= {0} et donc F admet une base, B, qui est
une partie libre de F donc de E ⇒ cardinalB ≤ n d'après Corollaire 3.6.1.

2) ⇐) Trivial.

⇒) Il existe une base B de F ayant n éléments, elle est donc libre dans

F et par suite dans E, elle est donc base de E ; théorème 2.6.3, donc famille

génératrice de E, donc E = F.
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3.7 Somme, Somme directe, Sous-Espaces Supplémen-

taires

Dé�nition 3.7.1. : Soient E1, E2 deux sous-espaces vectoriels d'un espace

vectoriel E. On appelle somme de E1 et E2 le sous-espace de E dé�ni par :

E1 + E2 = {x ∈ E/∃x1 ∈ E1, x2 ∈ E2;x = x1 + x2}.

E1 + E2 est un sous-espace vectoriel de E, en e�et

E1,E2 ⊂ E1 + E2 donc E1 + E2 6= ∅.
α, β ∈ K et x, y ∈ E1 + E2 ⇒ ∃x1 ∈ E1, x2 ∈ E2 et y1 ∈ E1, y2 ∈ E2 ;

x = x1 +x2 et y = y1 +y2 d'où αx+βy = αx1 + βy1︸ ︷︷ ︸
∈E1

+αx2 + βy2︸ ︷︷ ︸
∈E2

∈ E1 +E2.

Proposition 3.7.1. : Soient E1 et E2 deux sous-espaces vectoriels de E et

G = E1 +E2. La décomposition de tout élément de G en somme d'un élément

de E1 et d'un élément de E2 est unique si et seulement si E1 ∩ E2 = {0}.
On écrit alors G = E1

⊕
E2, et on dit que G est somme directe de E1 et E2.

Preuve :⇒) Soit x ∈ E1 ∩E2 ⇒ x = x+ 0 = 0 + x d'où la non unicité.

⇐) Supposons x = x1 + x2 = y1 + y2 ⇒ x1 − y1 = y2 − x2 ∈ E1 ∩ E2 ⇒
x1 = y1 et x2 = y2.

Dé�nition 3.7.2. : Soit E un espace vectoriel et E1, E2 deux sous-espaces

vectoriels de E. On dit que E1 et E2 sont supplémentaires ( ou que E2 est un

supplémentaire de E1 ) si E = E1
⊕
E2, c.à.d E = E1+E2 et E1∩E2 = {0}.

Proposition 3.7.2. : Soit E un espace vectoriel de dimension �nie. Alors

E = E1
⊕
E2 si et seulement si pour toute base B1 de E1 et toute base B2

de E2, B1 ∪ B2 est une base de E.

Preuve : ⇒) Soit B1 = {v1, ..., vp}, B2 = {vp+1, ..., vq} des bases de E1

et E2, respectivement. Alors tout x ∈ E s'écrit de manière unique sous la

forme x = α1v1 + ... + αpvp + λ1vp+1 + ... + λq−pvq ⇒ B1 ∪ B2 est une base

de E.

⇐)

x =

p∑
i=1

αivi︸ ︷︷ ︸
∈E1

+

q−p∑
j=1

λjvp+j︸ ︷︷ ︸
∈E2

∈ E1 + E2
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⇒ E1∩E2 = {0}.

Corollaire 3.7.1. : Soit E un espace vectoriel. Pour tout sous-espace vecto-

riel E1, il existe toujours un supplémentaire ; le supplémentaire de E1 n'est

pas unique, mais si E est de dimension �nie, tous les supplémentaires de E1

ont même dimension.

Preuve : On expose la démonstration en dimension �nie.

Soit {v1, ..., vp} une base de E1 et soit n = dimKE, d'après le théorème de

la base incomplète, il existe wp+1, ..., wn tels que {v1, ..., vp, wp+1, ..., wn} soit
une base de E. En posant E2 = {wp+1, ..., wn}, le sous-espace de E engendré

par {wp+1, ..., wn}, on obtient un supplémentaire de E1 dans E. Puisque le

choix des wi n'est pas unique, le supplémentaire de E1 n'est pas unique ;

cependant tous les supplémentaires de E1 ont une dimension égale à n − p,
p étant la dimension de E1.

Théorème 3.7.1. : Soit E un espace vectoriel de dimension �nie. Alors

E = E1
⊕
E2 si et seulement si :

1)E1 ∩ E2 = {0}.
2) dimKE = dimKE1 + dimKE2.

Preuve : ⇒) D'après la proposition 2.7.2.

⇐) Soit {v1, ..., vp} une base de E1 et {wp+1, ..., wn} une base de E2, n

étant la dimension de E. Montrons que l'union des bases est libre :

λ1v1 + ... + λpvp + αp+1wp+1 + ... + αnwn = 0 ⇒ λ1v1 + ...+ λpvp︸ ︷︷ ︸
∈E1

=

− (αp+1wp+1 + ...+ αnwn)︸ ︷︷ ︸
∈E2

⇒ λ1v1+...+λpvp = 0 et αp+1wp+1+...+αnwn =

0 ⇒ αp+j = λi = 0 ∀i = 1, ..., p et ∀j = 1, ..., n − p, d'après la proposition

précedente E = E1
⊕

E2.

Exemple 3.7.1. :

1) Dans R2, E1 = {v} et E2 = {w} où v et w sont deux vecteurs indé-

pendants.
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la décomp osition étant unique suivant les bases de E et E
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2) Dans R3, soit Π un plan vectoriel et v 6∈ Π. On a R3 = Π
⊕
{v} car

si {e1, e2} est une base de Π, alors {e1, e2, v} est une base de R3.
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3) E = Rn[X], E1 = R, E2 = {XP (X)/P ∈ Rn−1[X]}, E1 ∩ E2 = {0}
et E = E1 + E2 d'où E = E1

⊕
E2.

Proposition 3.7.3. : Soit E un espace vectoriel de dimension �nie et E1

, E2 deux sous-espaces vectoriels de E. On a dim(E1 + E2) = dimE1 +

dimE2 − dim(E1 ∩ E2). En particulier

dim(E1
⊕
E2) = dimE1 + dimE2.

Preuve : Posons dimE1 = p, dimE2 = q et dim(E1∩E2) = r (r ≤ p, q).

Considérons {a1, ..., ar} une base de E1∩E2 qu'on complète pour obtenir

{a1, ..., ar, br+1, ..., bp} une base de E1,

{a1, ..., ar, er+1, ..., eq} une base de E2.

Tout vecteur de E1 + E2 s'écrit en fonction des ai, bj et ek, 1 ≤ i ≤ r,

r + 1 ≤ j ≤ p et r + 1 ≤ k ≤ q, qui forment alors une famille génératrice de

E1 + E2. Elle est aussi libre car :

(α1a1 + ...+ αrar)︸ ︷︷ ︸
=x∈E1∩E2

+ (βr+1br+1 + ...+ βpbp)︸ ︷︷ ︸
=y∈E1

+ (γr+1er+1 + ...+ γqeq)︸ ︷︷ ︸
=z∈E2

= 0

13
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On a x + y + z = 0 ⇒ z︸︷︷︸
∈E2

= −(x+ y)︸ ︷︷ ︸
∈E1

⇒ z ∈ E1 ∩ E2 ⇒ z s'ex-

prime en fonction des ai d'où γr+1er+1 + ... + γqeq = δ1a1 + ... + δrar mais

{a1, ..., ar, er+1, ..., eq} est une base de E2 d'où γr+1 = ... = γq = 0 =

δ1 = ... = δr et on a alors z = 0 ⇒ x = −y, on en déduit aussi que

βr+1 = ... = βp = 0 = α1 = ... = αr, d'où la famille est libre, d'où base de

E1 + E2.

On en déduit
dim(E1 + E2) = r + (p− r) + (q − r)

= p+ q − r
= dimE1 + dimE2 − dim(E1 ∩ E2).
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