Chapitre 3

Espaces Vectoriels

Dans ce chapitre, K désignera R, ou C.

3.1 Espaces vectoriels

Définition 3.1.1. : On appelle espace vectoriel sur K ( ou K-espace vectoriel
) un ensemble non videE muni d’une loi notée + et d’une autre loi notée .,
noté (E,+,. ), telles que :

1) Pour tout x,y € E, x +y € E.

2) Pour tout v,y € E, x +y =y + .

8) Pour tout v € E, v + O = x.

4) Pour tout x € E, —z € E.

5) Pour tout x,y,z € E, (r+y)+z=2+ (y + 2).

6) Pour tout A ec K, v € E, \x € E.

7) A(px) = (Ap).x YA\, u € K et Vo € E.

8) A+ u)x=Ax+prVi\ue€ K etVe e E.

9) A(x+y)=Ax+AyVIe€ K etVa,y € E.

10)lx=xVzr € E.

Les éléments de K sont dits scalaires et ceux de E vecteurs.

Exemple 3.1.1. :
1) K est un espace vectoriel sur lui méme.
2) C est un espace vectoriel sur R.
3) R n’est pas un espace vectoriel sur C.

4) R[X] est un espace vectoriel sur R muni des lois :
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(ap+ar X +...4a, X")+(bg+ 01 X +...+0,X™) = (ag+bo) + (a1 +b1) X +
o (an +0,) X" et Mag+ e X + ... + a, X)) = Aag + A1 X + ... + Aa, X"

5) Soit E un espace vectoriel sur K, A un ensemble quelconque non vide,
et
S = { applications f : A — E}. On peut définir sur S une structure d’espace
vectoriel sur K par les lois :

St f,ge S et A€ K, alors

f+9g:A—FE NN :A—FE
am f(a) +g(a) a Af(a)

6) Soient Ey et Ey deux espaces vectoriels sur K. On définit une structure
d’espace vectoriel sur By X Ey par :
(21, y1)+ (22, y2) = (x1+22, y1+y2) et AM(x1,y1) = (A\x1, Ay1) avec X € K.
D’une maniere analogue, E1 X ... X E, est un espace vectoriel sur K si
E,, ... E, le sont.

Proposition 3.1.1. : Pour tout A\ € K et pour tout x € E, on a :
1)X0=0 et 0.z =0.
2)dx=0=A=0ouz=0.
3) (=N)x = A—x) = —\z.

Preuve : 1) A(0+0) = A0+ X0 =X0= A0 =0¢et (0+0)z =0x+0x =
Oz = 0z = 0.

2) Az = 0,81 A #£ 0 alors A" "A\x =0 = 2 =0.

) A+ (=N))z= X+ (-Nz=0= (—Az) = —(\z).

Dans la suite (—\)x sera noté —A\z et x + (—y) sera noté z — y.

3.2 Sous-Espaces vectoriels

Définition 3.2.1. : Soit E un espace vectoriel et F une partie non vide de
E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E, si la restriction des lois

de E a F fait de F un espace vectoriel.

Proposition 3.2.1. : Soit E un espace vectoriel et F C E. Alors F est un

sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
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1) F#0.
2)a)x,yce F=z+ye€PF.
b)re F, e K= \x € F.

Preuve : =) trivial.

S)Ad=—-letyeF=—yecFdapresb);z € F =2 —y € F d’apres
a); d’ot F est un sous-groupe de E.

Les autres axiomes sont vérifiés pour tous les éléments de E et donc a

fortiori pour les éléments de F.

Proposition 3.2.2. équivalente : F est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement si :

1) F#0.

2)x,y€ F;u e K= X v+ puy € F.

Preuve : Exercice.

Exemple 3.2.1. :

1) Droite vectorielle :

Soit E un espace vectoriel et soit v € E; v # 0, alors F={y € E/3)\ €
K;y = \v} est un sous-espace vectoriel de E dit droite vectorielle engendrée

par v.

2) Soient x1, xo € E et F = {y € E/I\, 2 € K;y = \jz1 + \oxs}, F

est un sous-espace vectoriel de E dit plan vectoriel engendré par xq1 et xo.

Tr = /\1$1 + /\2332

=

x1




4 CHAPITRE 3 : ESPACES VECTORIELS

3) R,[X] = { polynomes P € R[X|;degP < n} est un sous-espace vec-
toriel de R[X].

4) Soit F={(x,y,2) € R3/2x+1y+ 32 = 0} est un sous-espace vectoriel
de R3.

Proposition 3.2.3. : Soient F et G deus sous-espaces vectoriels de E.
1) FN G est un sous-espace vectoriel de E.
2) FU G n’est pas en général un sous-espace vectoriel de E.
3) Le complément (E— F) d’un sous-espace vectoriel F n’est pas un sous-

espace vectoriel de E.

Preuve : 1) FNG #0car 0 €e FNG.

r,y € FNGet \pe K= (z,y € F, \,u € K) et (z,y € G,
MNpeK)= 4+ uy e FNG.

2) Onprend F ¢ Get G ¢ F, il existe doncz € F; 2 ¢ Gety € G;
y ¢ F;onadoncz,ye FUG.

Si FUG est un sous-espace vectoriel alors t+y € FUG;cadx+y e F
our+yeG.

Siz+yeF, alors (r+vy) — 2 € F =y € F; contradiction.

Siz+ye G, alors (x+vy) —y € G=x € G; contradiction.

3) Le complément (E—F) ne contient pas 0, donc n’est pas un sous-espace

vectoriel.

3.3 Famille Génératrice

Définition 3.3.1. : Une famille de vecteurs {vi,...v,} d’un espace vectoriel
E est dite génératrice si : Vo € E, I\, ..., \, € K tel que v = A\jvi+...4+\pvy,

on dit que tout x € E est combinaison linéaire des vecteurs v;.

Remarque 3.3.1. : Une telle famille ( finie ) n’existe pas toujours. Consi-
dérons R[X] et {Py, ..., By} une famille finie de polynomes, elle ne peut pas
étre génératrice, car par combinaisons linéaires, on n’obtiendra que des po-
lynomes de degré<Sup(deg P;).

Par contre pour R, [X], la famille {1, X, ..., X"} est une famille généra-

trice.
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Exemple 3.3.1.
1) Dans R?, {(1,0) (0,1)} est une famille génératrice.
2) Dans R?, {(1,0);(0,1);(1,2)} est une famille génératrice.
8) Dans R?, {(1,1);(1,—1)} est une famille génératrice.
4) Dans R™, {(1,0,...,0);...;(0,...,0,1) } est une famille génératrice.

Définition 3.3.2. : Un espace vectoriel est dit de dimension finie, s’il existe
une famille génératrice finie, dans le cas contraire, on dit qu’il est de dimen-

ston infinie.

Exemple 3.3.2.
1) R™ et R,[X] sont de dimension finie.
2) R[X] est de dimension infinie.
3) L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs vy, ..., v, notém

u (vy,...,vp) est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.

3.4 Dépendance et Indépendance Linéaires - Bases

Définition 3.4.1. : Soit vy, ..., v, une famille finie d’éléments de E. On dit
qu’elle est libre si : Mvr + ... + v, =0 = A = ... =\, = 0.
On dit aussi que les vecteurs vy, ..., v, sont linéairement indépendants.
Une famille qui n’est pas libre, est dite liée ( on dit aussi que ses vecteurs

sont liés ou linéairement dépendants ).

Exemple 3.4.1.

1) Dans R?, les vecteurs vy = (1,2,1) ; vy = (—1,3,1) et vz = (—1,13,5)
sont liés car 2v1 + 3vy — v3 = 0.

2) Dans R3, les vecteurs v; = (1,1,—1); vy = (0,2,1) et v3 = (0,0,5)

sont linéairement indépendants.

Proposition 3.4.1. : Une famille {v1, ...,v,} est liée si et seulement si ['un
aw moins des vecteurs v; s’écrit comme combinaison linéaire des autres vec-

teurs de la famalle.

Preuve : =) 3\, ..., \, non tous nuls tels que A\jv; + ... + Ay, = 0, si
A # 0, alors

V; _Alv + ...+ —

—-A
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<) Ju; tel que v; = avy + ... F QU1 F+ @V e Uy

c.a.d v + ..o+ @ 1Vi-1 — U F QUi .+ o, = 0.

Proposition 3.4.2. : Soit {vy,...,v,} une famille libre et x un vecteur quel-
conque de ’espace engendré par les v; ( c.a.d x est combinaison linéaire des

v; ), alors la décomposition de x sur les v; est unique.

Preuve : © = o1 + ... + vy, = Mjor + ... + v, = (o — A)vg + ...+
(ap =Ny, =0=> N\ =q; Vi=1,..p

Définition 3.4.2. : On appelle base une famille a la fois libre et génératrice.

Proposition 3.4.3. : Soit {vy,...,v,} une base de E. Tout x € E se décom-
pose d’une facon unique sur les v;, c.a.d ¥Vr € E (A, ..., \,) € K" tel que

n
i=1
Preuve : Proposition précédente.

Proposition 3.4.4. : Soit B = {vy,...,v,} une base de E. Il existe alors

une bijection :

o : E — K"
n
33:21’@%' — (21,...,7,)
1=1
Les scalaires x; sont dits composantes de x dans la base B = {vy, ..., v, }.

Exemple 3.4.2. :

K& rang

1) Base canonique de K", {e;, = (0, ..., { ,0..0)/k=1,...,n}.

2) Base canonique de R, [X], {1, X, ..., X"}.

8) Soit F = {(x,y,2) € R3/2x + y + 32 = 0}. F est un sous-espace
vectoriel de R?,

Onav=(v,y,2) € Fe&y=—-20—32zdmnmcv e Fev=(r,—2x—
3z,2) =x(1,—-2,0)4+2(0,—3,1), donc (1,—2,0) et (0,—3,1) engendrent F.

On vérifie qu’ils forment une famille libre, donc c’est une base de F.

Proposition 3.4.5. : 1) {z} est une famille libre < x # 0.
2) Toute famille contenant une famille génératrice est une famille géné-

ratrice.
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3) Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
4) Toute famille contenant une famille liée est liée.

5) Toute famille {vy, ...,v,} dont l'un des vecteur v; est nul, est liée.

Preuve : 1) =) Si x = 0 alors Az = 0 pour tout A d’ou {z} est lice.
) A =0=A=0carxz #0.

2) Soit {vy,...,vp} une famille génératrice et {vy,..., vy, wy,...,w,} une

1=p 1=p
sur-famille. Alors Vo € B, z =Y Awi = ¥ \v; + 0wy + ... + Ow,.
=1 =1

3) Soit F = {v1,...,v,} une famille libre et ' une sous-famille de F,

quitte a changer la numérotation F' = {vy, ..., v} avec k < p.

Si F' est liée, I'un des v; serait combinaison linéaire des autres.

4) Soit F = {v1,...,vp} et G = {wy, ..., vp, w1, ..., wy}, I'un des vecteurs v;
est combinaison linéaires des autres vecteurs de F, d’ou de G, d’ou G est liée.

5) {0} étant lie, toute sur-famille est lice.

3.5  Existence de Bases ( en dimension finie )

Théoréme 3.5.1. : Dans un espace vectoriel E # {0} de dimension finie,

il existe toujours des bases.

Preuve : Soit G = {vy,...,v,} une famille génératrice. Pour tout = € E,

il existe a1, ..., € K tels que 2 = ajvg + ... + ovy,.
a) Si tous les v; étaient nuls E = {0} ce qui est exclu. Quitte a changer

de numérotation on peut supposer v; # 0.

b) Ly = {v1} est une famille libre, si elle était génératrice, stop.

c¢) Supposons L; non génératrice. Montrons qu'’il existe v, € {vs,...,v,}
tel que {vy,v,} soit libre.

Supposons le contraire; c.a.d vy est lié & chacun des v;, i = 2, ..., p, d’on

o, .., Aps V2 = AUy, U3 = A3Uyq,..., U, = Ay, alors
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1=p
r = E o;0;
=1
1=p

= U + g Qi AUy

i
= (g + Z a;\;)vq

ce qui entrainé_fvl} génératrice de E, faux.

La famille Ly = {vy, v} est donc libre, en changeant éventuellement de
notation, on peut supposer v, = vs.

d) Si Ly = {vy,v2} est génératrice, stop.

Supposons le contraire. En répétant le méme raisonnement que précedem-
ment, on voit qu'il existe v, € {vs,...,v,} tel que la famille Ly = {vy, va, v}

est libre. On construit ainsi une suite :

ngngng...CQ

de famille libres et le processus peut étre continué tant que Lj n’est pas
génératrice. Mais G est une famille finie et par conséquent le processus doit
s’arréter, éventuellement pour L = G. Il existe donc une famille Lj, libre et
génératrice.

Cette démonstration nous permet d’obtenir une autre version du théoréme

précédent.

Théoréme 3.5.2. : Soit E # {0} un espace vectoriel de dimension finie,
alors :

1) De toute famille génératrice on peut extraire une base.

2) ( Théoréme de la base incompléte ). Toute famille libre peut étre com-

plétée de maniére a former une base.

3.6 Les Théorémes Fondamentaux sur la Dimension
Théoréme 3.6.1. : Dans un espace vectoriel engendré par n éléments, toute
famille de plus de n éléments est liée.

Preuve : Soit F = {vy, ..., v, } une famille génératrice et ' = {wy, ..., wp, }

une famille de vecteurs ( m > n ). Montrons que F' est lice.
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1) Sil'un des w; = 0, F' est liée. Stop.

2) Supposons tous les w; non nuls, w; = ayv1 + ... + apv,, Wy # 0 =
dJa; # 0, quitte & changer la numérotation, supposons a; # 0 d’oit v; =
O%wl — (g—fvz —+ ...+ %Un)-

Pour z € E, x = \jv1 +...+ \,v,,, en remplacant v par son expression, on
constate que x est combinaison linéaire de wy, va,...,v,, d’ou {wy, vy, ..., v, }
est génératrice.

Considérons wsy, we = w1 + Bovg + ... + Brvp. S1 Bo = B3 = ... = 3, =0,
alors w9 = Brwq. D’ott F' liée. Stop.

Supposons que l'un des §; # 0, pour fixer les idées disons [, on aura
vy = éwz — é(ﬂlwl + B3v3 + ... 4+ Buvn).

En raisonnant comme ci-dessus, on voit que {wy, ws, v, ..., v, } est géné-
ratrice.

Ainsi de proche en proche, on arrive a remplacer vy,...,v,, par wi,...,w, et
{wy,wo, ..., w,} serait génératrice. En particulier, w, 1 serait combinaison

linéaire de wy,...,w,, et donc F’ serait liée.
7 J

Théoréme 3.6.2. : Dans un espace vectoriel E sur K de dimension finie,
toutes les bases ont méme nombre d’éléments, ce nombre entier est appelé

dimension de FE sur K et est noté dimgkF.

Preuve : Soient B et B’ deux bases. Si B’ avait plus d’éléments que B

elle ne serait pas libre car B est génératrice.

Corollaire 3.6.1. : Dans un espace vectoriel de dimension finie n, toute
famulle de plus de n éléments est lie, et une famille de moins de n éléments

ne peut étre génératrice.

Preuve : Pour le 2°¢ point, si la famille était génératrice, on pourrait
en extraire d’aprés un théoréme du paragraphe 5, une base qui aurait moins

de n éléments.

Exemple 3.6.1. :
1) Si E = {0}, on pose dimgE =0, et E= {0} < dimgE = 0.
2) dimgK" = n.
3) dimgR,[X] = n + 1.
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5) La dimension d’un espace vectoriel dépend non seulement de E mais
ausst de K, dimrC = 2 et dimcC = 1.

Proposition 3.6.1. : Soient E;,..., E, des espaces vectoriels de dimension

finie sur le méme corps K, alors dimg(Eyx...x E,) = dimgFEy+...+dimgFE,

Preuve : Soient {ay,...,an,}, {b1,...,0n,},..; {l1,..., 15, } des bases de
E,... E,
respectivement.

La famille {(a;, 0, ...,0)i=1..ny, (0,0:,0, ..., 0)i=1..nys -+,
(0,0,...,0,l;)i=1,...n, } est une base de Ey x ... x E,,.

Exemple 3.6.2. :
dimrC" = 2n et dimcC" = n.

Théoréme 3.6.3. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Alors
1) Toute famille génératrice de n éléments est une base.

2) Toute famille libre de n éléments est une base.

Preuve : 1) De cette famille, on peut extraire une base, elle doit avoir n
éléments, donc c’est elle méme.
2) Cette famille peut étre complétée pour former une base qui doit avoir

n éléments, donc c¢’est elle méme.

Théoréme 3.6.4. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un
sous-espace vectoriel de E. Alors

1) dimgF < dimgFE.

2) dimgF = dimgE < E=F.

Preuve : On pose dimgE = n.

1) a) Si dimgF = 0 on a dimgF < n.

b) Si dimkF # 0, alors F # {0} et donc F admet une base, B, qui est
une partie libre de F donc de E = cardinalB < n d’aprés Corollaire 3.6.1.

2) <) Trivial.

=) Il existe une base B de F ayant n éléments, elle est donc libre dans
F et par suite dans E, elle est donc base de E ; théoréeme 2.6.3, donc famille

génératrice de E, donc E = F.
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3.7 Somme, Somme directe, Sous-Espaces Supplémen-

taires

Définition 3.7.1. : Soient Ey, Es deux sous-espaces vectoriels d’un espace
vectoriel E. On appelle somme de E; et Ey le sous-espace de E défini par :
E+ Ey, = {ZU € E/E|£C1 e Ei,x0€ Ey;x =14 +SUQ}.

E; + E5 est un sous-espace vectoriel de E, en effet

E{,E; C E; + Ey donc Eq + Ey # ().

a,0 € Ketz,y e E1 +Ey = doy € Eq,x0 € Eg et y; € Eq,y0 € Eg;
r=x1+x3 ety = y1+ys dot ar+ Py = axy + Py + axs + fys € Eq+Eo.

~~ ~~
cE, €E;

Proposition 3.7.1. : Soient E; et Ey deux sous-espaces vectoriels de E et
G = E\+ Ey. La décomposition de tout élément de G en somme d’un élément
de Ey et d’un élément de Ey est unique si et seulement si Ey N Ey = {0}.
On écrit alors G = E1 @ Es, et on dit que G est somme directe de Ey et Es.

Preuve : =) Soit z € E;NEy = 2 =2+ 0= 0+ 2 d’ou la non unicité.
<) Supposons t =1+ T =1+ Yo =T — Y1 =Y — T2 € ENEy =

r1 = Y1 et T9 = Y.

Définition 3.7.2. : Soit E un espace vectoriel et Ey, Ey deuzx sous-espaces

vectoriels de E. On dit que Ey et Ey sont supplémentaires ( ou que Ey est un
supplémentaire de Ey ) si E = E1 @ Es, c.a.d E = Ey+ E, et E;NE, = {0}.

Proposition 3.7.2. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors
E = E, @ E, si et seulement si pour toute base By de Ej et toute base By
de Ey, By U By est une base de E.

Preuve : =) Soit By = {v1,...,v,}, Bs = {vp41,...,v,} des bases de E;
et Eo, respectivement. Alors tout x € E s’écrit de maniére unique sous la
forme x = vy + ... + Uy + MUy + ... + Aj_pvy = By U By est une base
de E.

<)

p q—p
xr = ZO&Z‘UZ' + Z )\j’Uerj e E; + Es
i=1 j=1

L
GEl €E2
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la décomp osition étant unique suivant les bases de E etH;NE, = {0}.

Corollaire 3.7.1. : Soit E un espace vectoriel. Pour tout sous-espace vecto-
riel Ey, il existe toujours un supplémentaire ; le supplémentaire de FE, n’est
pas unique, mais st E est de dimension finie, tous les supplémentaires de Ey

ont méme dimension.

Preuve : On expose la démonstration en dimension finie.
Soit {v1, ..., v, } une base de E; et soit n = dimgE, d’aprés le théoreme de

la base incompléete, il existe wyi1, ..., w, tels que {v1, ..., Vp, Wyy1, ..., wy } soit

une base de E. En posant Ey = {w1, ..., w, }, le sous-espace de E engendré
par {wp+1, ..., Wy}, on obtient un supplémentaire de E; dans E. Puisque le
choix des w; n’est pas unique, le supplémentaire de E; n’est pas unique;
cependant tous les supplémentaires de E; ont une dimension égale & n — p,

p étant la dimension de E;.

Théoréme 3.7.1. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors
E = E, P E; si et seulement si :

1)E; N E, = {0}.

2) dimgFE = dimgE; + dimgFE,.

Preuve : =) D’aprés la proposition 2.7.2.
<) Soit {vy,...,v,} une base de E; et {wp41, ..., w,} une base de Ey, n
étant la dimension de E. Montrons que 1'union des bases est libre :
AU F o+ Ay Wy o+ o, = 0 = :\1v1 + ... —|—Ap?)8 =
€k,

— (apr1wWps1 + oo + apwy) = Mo +...+ v, = 0 et oWy +... Faw, =

\ . e

€k,
O=ayj=N=0Vi=1,..,petVj=1,..,n—p, dapres la proposition
précedente E = E; @ Es.

Exemple 3.7.1. :

1) Dans R?, By = {v} et By = {w} ot v et w sont deux vecteurs indé-

pendants.
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E2 7‘,' l‘r El

T v

2) Dans R?, soit I1 un plan vectoriel et v ¢ II. On a R® = I {v} car

si {e1,ea} est une base de 11, alors {ey, e5,v} est une base de R3.

T

{v}

3) E=R,[X], B, =R, B, = {XP(X)/P € R,_,[X]}, E1 N B, = {0}
et £ = E1+E2 dou FE = El@EQ.

Proposition 3.7.3. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et FE,
, By deuz sous-espaces vectoriels de E. On a dim(E, + E,) = dimE;, +
dimEy — dim(Ey N Ey). En particulier

dim(E, @ E,) = dimE;, + dimEs.

Preuve : Posons dimE; = p, dimEy = g et dim(E1NEy) =7 (r < p,q).

Considérons {ay, ..., a, } une base de E; NEy qu’on compléte pour obtenir
{a1,...,a,,by11,...,b,} une base de Eq,
{a1,...,a;, €41, ..., €4} une base de Es.

Tout vecteur de E; 4+ Eg s’écrit en fonction des a;, bj et e, 1 < i <'r,
r+1<j<petr+1<k<gq, quiforment alors une famille génératrice de
E; + Es. Elle est aussi libre car :

(a1a1 + .. 4 arap) + (Briabysn + oo+ Bypby) + (Vrr1€rp1 + - + 74€g) =0

v~ ' g
:xGElﬂEQ :y€E1 :ZEEQ
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Onaz4+y+z2z=0=_2z = —(v+y) = 2z € EiNE; = 2 sex-
~~— ————
cE, cE,
prime en fonction des a; d’ott Y, 41€,41 + ... + Y44 = 0101 + ... + dpa, mais
{a1,...,ar, €41, ..., €4} est une base de Eo dott 441 = ... = 7, = 0 =
0p = .. =0, etonaalorsz =0= 2 = —y, on en déduit aussi que
Bry1 = ... =By =0=a; = ... = a,, d’ou la famille est libre, d’oti base de
E; + Es.

On en déduit
dim(E; +Eg) = r+(p—71)+(q—71)
= pt+tq—r
= dimE; + dimEy — dim(E; N Ey).





